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Démonstration relatives à l'explicitation 
d'une matrice de Lorentz symétrique sous la forme : 


Y B,-Y B;Y B:-Y 
2 2 2 
2 
À —— “= - 5 
B;°7 y+1 B 5 B;-B, AT BB. 
À = _ . . 
: eh FRE = 2 UF .p. 
BY 1 BB. r B, a BB, 
2 2 2 
= —_—_—_—_ _—_—_ À 1 + ——- 2 
B-Y sp B-B. . BB, me B. 


Resume : On rapelle 2 démonstrations et on en donne une nouvelle. 


Nous explicitons la décomposition polaire d'une matrice de Lorentz 
de 3 manières différentes et nous donnons les réferences pour 2 autres : 


La premiere est une conséquence de théorèmes qu'on trouve dans : 
J-M. Souriau."Calcul Linéaire "+ PUF 1964 p.378 


Théorème 1 : (J-M. Souriau."Calcul Linéaire " + PUF 1964 +p.378). 


Soit X € R' tel que XX =1 Soit N la matrice définie par : 
Oo ' étant la matrice nulle de M (R) : 
n — n — 


0 x 
N= x © . Ona alors Va ER: 
n —1 
ch( @) sh(æ@œ)'xX 
M = exp\( aN) = 
Feel (ax {d,,_,+(eh( a) -1)XX) 
R — 1 
est une matrice de M (R) de Lorentz de déterminant égal à 1 . 
n 
Démonstration : 
1 0 
Ona N° = Jet ” en notant 0" — À la colonne nulle d'ordre n — 1, 
0 XX 


puisque XX=1et ona N°=N. 
En remarquant que pour toute matrice carrée À et tout & € R, 


C4" + œ a +1 + er 
A)= 2, — , sh(æ) = — , ch(æ) = 
as 2e so) 2 Gntni° MO-Z Gui 
N° FN N° 
œ œ œ 
donc exp(aN) =, +aN + CTRLETRLPTIELS 
2p — 1 2 2 
a” N a'N 
+ + Linea 


(2p —1)! (2p)! 


“Id, +sh (@œ)N + (chi @) -1)N°. 


Verifions que M est bien de Lorentz : MGM = G ? 
On remarque que M est symétrique : 


sh (œ)X (14 ,+(ch( @) -1 XX) 
ch( æ) -sh(@)'X 
sh (æ)X (14 ,+(ch( @) -1 XX) 
EX a) sh(a)*X] 
| (sh (æ))X (14 , (ch a) -1 XX ) | 
a b 
= : à .Calculons a, b, c, d. 


a= ch( @) - s# (œ)'XX =1 , car XX =1. 


b=ch( æ@) sh(æ@)'X- sh(a)'X {14,_,+(ch( a) 1)XX 
=ch( @) sh(@œ)'X- sh(@œ)'X-sh(œ)(ch( æ) -1)XXX 
= ch( @) sh(@œ)'X- sh(@œ)'X-sh(æ)ch( æ)'X +sh(@œ)'X=0, 


c=ch( @) sh(æœ) X - (14, _, + (ch( a) XX )sh (a) X 
=ch( a) sh(@œ)X- sh(œ)X- sh(œ) (ch( æ) -1)X=0, 


d=sh (a)XX- (1, + (ch( œ) -1 XX) . 


(14 


Re + (ch( æ) DIXX) Le She) 1x) 


=, (cha) -1)XX + (ch à) -1 XX + (ch( @) -1 VXXXX, 

on remarque comme XX =1 :X (UXX)X =XX (association du produit matriciel) , 

et (ch( æ) -1) =ch( æ) —2ch( &) +1 

=, _,+ (2(ch( @) -1) +ch( æ@) —2ch( æ@) +1)X'X 

= Id + (ch ( @) —1)X'X = Id +sh( a) XX 
CE CE 

finalement : 


sk (a)XX- (1, + (ch( @) -1 XX)" --1,, 


— 1 = 
1 0 


0 - Id 


b 
d 


Donc 


et M est bien de Lorentz. 


Une autre démonstration possible est de calculer : 


Ce) sh(æ)'X || 1 0 
exp(aN)G= sh (æœ)X (4, _ + (ch( @) -1 XX) LU De 
ch( @) sh (æœ) x 
x - (4 ,+(ch( a) -1 XX) et 
1 tp) ch( æ) -sh(æœ)'X 
Gexp(-aN)=| |, Hd -sh (@)X (1 , + (ch @) -1 XX) 
: ch( @) sh (œ)'X 
| sh(æœ)X Hr +(ch( @) -1 XX) 


donc exp( aN)G= Gexp(-aN) —  exp(aN) Gexp( aN) =-G 
comme M=exp( aN) est symétrique MGM = G et M est de Lorentz. 


Lemme : 
Si M est une matrice de Lorentz dont la premiere colonne K, est 


de la forme: K, =" a, 0,..., 0) alors M est de la forme : 


t 


Los 
M= où £=+1,'0=(0, 0,0), QQ=Id (1). 
9 a cs 
Réciproquement toute matrice de cette forme (1) est de Lorentz. 
Démonstration : 
Hi 
Soit M= avec CEMI(R),L={(I,1,1). 
0 C 3 ( ) 
Comme MG)M=G on a : 
œ 0 @œ ‘!L 
G= 
L C||0 cC 
2 t 
a a L 


par identification œ=# 1, L=0, (CC -a,, = 


Si M est de la forme (1) un calcul immédiat montre que MGM=G. 


Théorème 2 : 
Toute matrice M de Lorentz peut se mettre sous la forme : 
£ 0 | 0 x 
M = exp( aN) oùaER,N= ,X 
0 Q X O 
E R’" — 1 
tel que : (XX =1 3 ‘20-14, ar 
Démonstration : 


Soit Mune matrice de Lorentz M= (M; ;) et M, la première colonne de M. 

Si M, - (M; 1 ) alors : 
t - 2 2 Du - 
M;GM,= mm, 7 My ee Min = G1=1. 

On peut poser M,= (BY) avecB=m, ,et îy= (M 2e My). 

On a donc F — {YY=1 donc [B > 1.On peut poser B=æe-ch(æ) avec 

£=tlet a€eR. 

pi. 532 
Deplus YY= ff —-1=sh (æ). 


Si à Z 0 posons ds — on a 'XX=1. 
£-sh(@) 


Sia=0 ona M,=(8 0,0,0). 
Danns tous les cas M, =£(ch(aæ), sh(æœ)X) avec XX = 1. 
d'apres le lemme 1 M, est la première colonne de £-exp( aN) avec 
0 x 
X O 


On remarque que exp( - aN) -M est une matrice de Lorentz puique M et 
exp( - aN) le sont .Calculons la première colonne K , de ce produit : 


N= 


ch( @) (sh(æ))'X 
1 (sh(@)X HW, +(ch(a) -1)XX 


En remarquant que 'XX=1, ch a) - sh a) =1 ,etque 
(4, +(ch( &) -1)XX ) X=ch( @)-X 
on obtient : K, =(£,0,.., 0 ).On peut alors appliquer le lemme et 


le theoreme est démontre. 


Conséquence : La décomposition du théorème précédent est unique . 
Démonstration : 


Elle découle des résultats qui suivent : 


Lemme : 
Toute matrice carrée symétrique À d'ordren > 1, a coefficients réels , est diagonalisable . 
De plus les sous — espaces propres de À sont orthogonaux 2 a 2. 


On peut donc écrire que À = PD fP avec P matrice orthogonale , D matrice diagonale. 


Lemme : 

Soit M une matrice inversible à coefficients réels alors il existe un couple unique de matrice 
O orthogonale et S symétrique définie positive telles que M=SO. 

Démonstration : https ://en + wikipedia *org/wiki/Polar decomposition * 


Cela entraine que la décomposition du théorème est unique : 

https //en - wikipedia -org/wiki/Matrix_exponential 
il suffit de vérifier que exp( aN) est définie positive . 

oN est symétrique réelle , il existe donc une matrice U orthogonale réelle et une matrice diagonale 
réelle D = (d; ;) telle que aN ='UDU. 

Comme exp(aN) = Uexp(D) U et exp(D) = (exp(d, i) ) les valeurs propres de exp( aN) sont 
strictement positive et exp( aN ) est définie positive . 

De la formule det\ €) =e 4) on en déduit que det(exp( aN) ) =1 

et que det(M) =æ-det(Q) =+1. 


Conséquences : On peut maitenant la forme polaire : 
En reprenant les notations précédentes on va montrer que : 


8 


y _ ; > > s 
exp( aN) = “ avec [38 | les coordonnées de mB,B=th(a)X, 
Ml oc 
0 x 
del ,Y=ch( @), 


y F y y 
1 + BB B,B 
(1+y) ?  (1+7) ‘| (1+7) 1° 
y Ÿ F Ÿ 
C= 1 + —1— et y= : 
CETSETET MÉTET LEE + 
Ÿ Ÿ Ÿ 
B,B BB, 1+ 
(LE) (1+y) °°? (147) 
Démonstration : 
ct! 
p 0 r 
Considerons W'= ; les coordonnees de O' dans la base de l'observateur Q! 
1 0 
etW=exp(aN) W" les coordonnées de O' dans la base de l'observateur © 
ct 
ch; 
ui sont aussi 
q cB, 
ch; 


1 0 


On remarque d'abord que W'=W'donc W=exp(aN)W". 


On est ramene a : 


1 
1 
ch( @) sh(æ)'X ||, | B, 
sh (@)X (a + (cha) -1)xx) [lo [| 8, Eh 
0 


1 ch( à) 
B, sh (æ)X, 
cela entraine que t B, =1 (a)X, et donct=ch( æ)t' d'où : 
B, sh (@)X, 
1 ch( @) 
B, sh (a)X, . _ 
ch( @) B, = re pourt'Æ 0 = ch( @œ)B=sh(a)X, 
) 


B, sh (æ 


> = 2 2 2 
donc B=th(a)X = B =th"(æ) puisque X =1. 


1 
2e. 
1-B 
L = ch'{ @) = = = 
ch°( @) 1 —th(@) 1-B 
comme ch( @) >1 y=ch({ @); comme sk” (æ) = ch°( a) _1=Y A 


pe UE 
1-B 1-F 


2 
OnposeB= B et y= 


Comme 1 — th” œ) = 


En résumé on a y= ch( a),YB = sh a), = th” (æ). 
D'autre part : ; 
rer 1er) Re = (71) <eh( a) —1 
_ (B8) _ (BB) 
et XX; (0) = F donc 
YE_(B8B) __y 


2 ) 2 
y y » 4 
ment Gent Tin 
2 2 2 
ty = y y y = 
Id, + (ch( à) -1)XX + BB, 1+ Den F, PES BB, |=C 
2 2 2 
+ PP TETMRATET LÉ 
sh (a)B, 
Comme sh (æ@)X,= = ch( @) B.= yB, on a finalement : 
 th(æ) Fort 
exp( aN) = é l avec [8 les coordonnées de 8. 
CR 


> > 
On remarque que l'inverse de exp( aN) est exp{ - aN) , il suffit de remplacer B par - B 
pour obtenir l'inverse en remarquant que yet C sont inchanges Ô 


> > y 
Si B//i alors un seul terme de C est non nul:14+—__f 
- (1 +7) 
bp 
L (: +y)+YB) L 1+y+Y —1 ns 
(1 +7) (1 +7) 
B 
2 1 
Lé 1= 2 1 2 =YB. 
1—B 1 —B 


La deuxième explicitation prend comme point de départ une démonstration de J + Parizet : 
dans "La géométrie de la relativité restreinte (Ellipses) p.89." 


Si G= MGM alors GM | = MG et donc M | = GMG. 


t 


Si on écrit M sous la forme M = ouyER, UetV 2 vecteurs de et À une matrice 3 x3. 


t 


: CH 24 
D'apres ce qui précede : M sl et donc : 
-U A 
UV qu VA Fe. 
M °M = = d'ou les egalites : 
cyU +'AV AA —U-U De 


Ÿ —V -V=1,-yU +'AV =ye U —'V -A=0,'4 -A —U-'U=Id,. 

On remarque que Ÿ > 1 puisque Ÿ —1=V-V >O0,'AV = qU et V ° A =y."U. 
Ona V=0 ÿ =1 ,V=0 & U=0,V=0 <'A°-A = Id, . 

Æ1 
0 


Doncsi V-=0 M= avec'A ° A 14; . 


Considérons le cas V Æ 0 et donc Ÿ > 1. 

VU 

1+7Y | 

Calculons” à Q= PAS 

1+7 1+7Y 

_ AV'U _ U'VA ” UVVU 
14% 1+7 G+y) 

Zquu , (y -1)u-v 


On peut alors considérer @=A — 


= "4 - A 


1 — 


= Id, +U 'U 


2 
TFY  (1+7) 
=Id, +U-'U(1 +y-2y7+7—-1) =ld,. 
Donc est une matrice orthogonale . 
D'autre part calculons 


t t t 2 t 
e - e — ] e 
ol U) Se MU CRU 
FE à 1+7Y 1+7Y 
t VU 
Donc Q-°U=Q Q-V=V «D'ou comme Q=A — 
1 +7 
t Éit 
U-0 
y U ÿ F 1 0 
M = = t : trr et donc : 
V A y o+7U y 1470-22 
l+7Y 1+7 
t 
L F 1 0 
M = t ; : 
V Id + Las 0 Q 
1 + 
Si on considere les 2 observateurs O et O' , O'en translation uniforme par rapport a O 
— cet! cet 
de vitesse Ÿ : O'aura pour coordonnées 0 dans la base associée à O'et| — 


Li V ct 


t 
cet Y Fi 1 O0 cer 
dans la base associée à O + Donc: | — = t 
Di: y + V lo ol 0% 
1 +7 
— 
; = : YY > 
On en deduitquet=yc-t'et V-t=cet'°.V d'ou FE =Y%B et finalement : 
# 
Y 7B 1 0 
M = 2, t 
> 
xyB u+Y7BB||0 0 
1+7Y 
& 
77 -xB ST 0 
On peut toujours écrire M = 2 B B et donc d'une manière 
-yB -l14+TPP qu” 
1 +7Y 
generale M peut s'écrire : 
e 
Y xB + ; 
M = 21 | avec£=+1,Y>1, = ——— 
38 u47BB ||0 0 dd 33 
1+7 1— BB 


et Q matrice orthogonale. 


Voici une troisième explicitation : 

On part de : Special relativity de Schroder Ulrich E p.92 World Scientific 

en modifiant sa démonstration . 

On peut consulter le livre à : 

https ://archive -org/details/specialrelativit0000schr/page/92/mode/2 up?view=theater . 
En suivant Schroüder considérons une matrice de Lorentz M symétrique de la forme : 


7 YB00 
- > 0 
M=A.| Ÿ Po ue e T4 avec B= | B | ,A= ,; Qune matrice orthogonale 3 x3. 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


M est bien une matrice de Lorentz comme produit de 3 matrices de Lorentz. 

Comme Q est une matrice de rotation 3 x3 on peut la décomposer en un produit de 3 

rotations elémentaires (angles d' Euler) : 

(voir par exemple : https ://en + wikipedia -org/wiki/Rotation formalisms in three dimensions) . 


Si on définit : 
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 cosg@) 0 sin(o) 0 cosy) -sin(y) 0 
Rx= : » Ry= ; Rz= 
0 0 co8) -sin(6) 0 0 1 0 0 sin(y) cosy) 0 
0 O0 sin(0) cos(6) 0 -sin(®g) 0 cos(o) 0 0 0 1 


on peut donc écrire À =Rz °Ry -Rx . 
Cet ordre de composition est choisi pour simplifier les calculs on remarque que 
par invariance par rotation : 


7 YB 0 0 7B 0 0 
e 0 0 - 0 0 
el TB 7 el AB 
0 0 1 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 1 
d'ou comme 
1 0 0 0 
0 cosy) cos) -sin(y) cos 6) + cos(y) sin(@) sin(0)  sin(wy) sin(6) + cos(w) sin(@) cos(6) 
A = 


0 sin(y) cos(g) cosy) cos(6) +-sin(w) sin(@) sin(0)  -cos(y) sin(0) + sin(y) sin(@) cos(6) 


0 -sin(@) cos(@) sin(0) cos(@) cos(@) 


on a puisque la variable 0 est éliminee : 
7 cos(y) cos(p) sin(y) cos(o) -sin(®) YB 


2 2 à 2 . 
cos(y) cost) B 1+cos(w)” (-1 +7) cos(e) sin(w) cos(y) coso) (-1+7)  —cosg) cos(w) sing) (-1+Y 


à : 2 2 2 : : 
sin(W) cos(p) 7 sin(y) cos(y) cos(@) (-1+7  1+((1—7) cos(w) —1+7) cosg)  -cos(®) sin( y) sin(p) (-1 + 


: : à É 2 
-sin(®) 7B —cos(p) cos(W) sin(p) (-1 +7) —cos(@) sin(w) sin(@) (-1 +7) (1—7) cos(g) +7 


On peut toujours évaluer directement la première colonne d'une matrice de Lorentz générale 
—_ 


en fonction de B en considérant les coordonnées de l'observateur O' dans les 
2 bases associées à O et O0": 


ct 
M7, Mg Mrs Mis ct’ 
c-B,-t 
| M1 M2 M3 M, 1 | 
Si on pose M = alors M - = B.-t d'ou : 
MES MES Miés 7 MES. Z 0 nt 
0 
meS TS Us 9 Mas: MEE à 5 c-B,:t 


0 


Si on pose y=m, , alors yt'=t deplus y > 0-(principe de causalité) . 


On en déduit que la première colonne s'écrit 


B 
Par identification : cos(y) cos(@) = ,  sin(y) cos(@) = 8 , Sin(@) =- 


B, 
2 2 p 2 
On rapelle que y 1 =Y — 1 puisque 1 =7Y (1 = f) puisque MGM =G. 


Calcul des m; ;: 


m, }=1 + cos( y)” ( -1 4+y) cos(g)=1 + cos( y) cos(o) —— 
B “ à 
=] #| . Y F 1 y 2 


+ ——B$, . 
1+7 ip: 


m, ,=1+((1— y) cos(y)" —1 +7) cos(e)?=1 + (1 — y) (cos( y) "cos(@)? — cos()?) 
B; _f +B; 


=1+(1— 7) (cos(w)cos(@)? —1 +sin(@)?) =1+(1—7) 


2 
y 2 
=] _E _. , 
1+7 b, 
CF À 
my = (1 — y) cos(@) +Y=1 +(y—1)(1 — cos(p)) =] + Tate) =1 +78 | 
2 
; y F B, B, 
m; ,=sin( y) cos( y) cos(p)” ( -1 +7) =sin(y) cos(@) cos( y) cos(@)(-1 +7) = ———— 
. 2 1+7B B 
_ 
1 +yPP | 
2 
. ” y 
=- -1 + = . 
m,3=-cos(p)sin(w}sn(p) (-1 +7} 7,88; 
2 
; Y 
= -1 + a : 
ma 2=-ces(@) en ysin(e) (1 4) = BR 


On complete par symétrie . 


Pour une quatrième démonstration qui est géométrique voir 
E - GOURGOULON : Relativité restreinte EDP Sciences p.203 * 


Cinquièmement pour une approche heuristique voir par exemple : 
C - Semay B -Silvestre — Brac Relativite Restreinte Dunod p.120. 


Application : 
Considérons 2 observateurs O et O'en translation uniforme l'un par rapport à l'autre munis des bases 
spatio — temporelles Bo et Bo" telle que la matrice À, de passage de Bo à Bo" vérifie : 


7 YyB00 
A=1T8 7001 

0 0 10 

0 0 01 


Considérons pour O et O' 2 bases quelconques 8 et B "respectivement 
et M la matrice de passage de B à B". 


Les matrices À et B de passage de B a Bo et de B' a Bo’ sont des matrices orthogonales de la forme : 
1 0 1 0 
0 Q’ 
Par composition des matrices de passage : 

M=AA,B donc et M=(4A AA ). (4 -'B) : on a la décomposition polaire de M, 


qu'on peut encore écrire sous la forme : 


A = , Qune matrice orthogonale 3 x3, B = , D'une matrice orthogonale 3 x3. 


Y B,-Y B;:Y B:-Y 
2 2 2 
2 
À ——— —— 
brins the. 
M = 2 2 2 
EE TV g2 _Y 0 Q 
Br RER RER 
2 2 2 
2 
à —r _. e | k 1 + —— - 
Br EUR EUR 14 
1 0 
où Qest une matrice orthogonale 3 x3 avec À -'B = par unicite dela décomposition. 
ee 1 0 
Donc Qest indépendant de B + Comme lim (M) = a | on peut interpréter {2 comme la matrice 
B—0 


| > 
de passage des bases 8 a B'si B=0. 


Pour avoir l'unicite de la décomposition on a besoin d'évaluer les valeurs propres de 


tr > 
Y [6 | 
M = > tr > a partir de la deuxième explicitation : 
[8] 1,3 + él! 
(1+7) 


Y (01 B+% 


B+p B+% 


pl 161 PE À ag) (é1+ 9-18 
| 646 || U+8% . 4 
phélrr8l| | U+8r8l Lil 
y F1 F +6 
CT) élues a DU À 161 | ot (1 66 


(1 +7) (1 +7) 


-B+% 
> YB[E] | 


-B+6 


-8l16]+[61+ Fe -B[16 | + [81 + (y) [8] 
| 846 | | (6-0 — B 
#B]4781 | | U-B)rfB] 7 (81 | 


Le produit des 2 premières valeurs propres est P'= (1 4 B)y(1-B)y=1, leur somme 
est S'=27y * Or det(M) = 1 et Trace(M) =y+3 +y—-1=2(y+1). 

Donc la somme des 2 autres est S =2. Donc les autres racines sont égale a I. 

Si on a : 


a 
> tr > =. [alors 
[#11] | [u] | | [a] 
sou 3 + 
(1+7) 
à > 
wm+ [#4] À 
ét > |. & 
Es Lu] [u] 
al ]+141+ 
(1 +7) 
Une solution possible est a =0 et tout vecteur u telque [Blu] =. 
0 0 
2 vecteurs propres possibles associes a la valeur propre I sont | , |et | 
u y 
tr tr 0 0 
avec [Bllu] =(, [BIT v] =(, Tv ][w] =. et | =, | sont du genre espace. 


— 
u 12 


Plus generalement tout vecteur de la forme | _, 


L2 


On aura l'ensemble spectral suivant associé à M = 


2ÿ Le 
avec w L B est invariant. 
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